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問題 I（５０点） 

 ジュール・トムソン効果に関する以下の文章を読み，問１～問４に答えよ。 

 図１に示す装置を用いたジュール・トムソン過程を考える。装置全体は断熱壁で囲

まれており，A 室にある絶対温度 AT ，圧力 Ap ，体積 AV ，内部エネルギー AU ，エンタ

ルピー AH の状態 A にある気体を，多孔質の栓を通じて，圧力が Bp（ただし， B Ap p< ）

に保たれている B 室にゆっくりと全て移動させる。移動後 B 室では絶対温度 BT ，体

積 BV ，内部エネルギー BU ，エンタルピー BH の状態 B になったとする。①この過程は

等エンタルピー過程であり，気体の冷却に利用される。多孔栓の体積は気体の体積に

比べて十分に小さく，多孔栓内の気体の体積は無視できるものとする。 
 

図１．ジュール・トムソン過程を示す模式図 
 
 さて，ジュール・トムソン過程における気体の温度変化をファン・デル・ワールス

気体の状態方程式 

    
2

2

nRT anp
V nb V

= −
−

                      (i) 

を用いて調べてみよう。ここで nはファン・デル・ワールス気体の物質量，pは圧力，

Tは絶対温度，V は体積， a，bは正の定数， Rは気体定数である。 
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ファン・デル・ワールス気体の内部エネルギーUをTとV の関数とみなすと，その

微分 

    d d d
V T

U UU T V
T V

∂ ∂§ · § ·= +¨ ¸ ¨ ¸∂ ∂© ¹ © ¹
          (ii) 

の各係数は， ( / )V VU T C∂ ∂ = および 

                 
2

T

U na
V V
∂§ · § ·=¨ ¸ ¨ ¸∂© ¹ © ¹

           (iii) 

となる。ここで VC は定容熱容量であり，②ファン・デル・ワールス気体の定容熱容量

は温度のみの関数である。これらを式(ii)に代入して積分し，H U pV= + を用いると

絶対温度Tと体積V のファン・デル・ワールス気体のエンタルピーHは 

      
0

2

0
2d

T

VT

an nRTVH C T H
V V nb

= − + +
−∫       (iv) 

で与えられる。ここで 0T はある基準状態の絶対温度， 0H は定数である。式(iv)を用い

ると状態 A のエンタルピー AH は 

   A

0

2
A A

A 0
A A

2d
T

VT

nRT VanH C T H
V V nb

= − + +
−∫       (v) 

と書ける。数密度を /n Vρ ≡ として 1bρ � の場合には，状態 A から状態 B になった

際のエンタルピー変化は近似的に 

   [ ] ( )B A A A(1 ) 2VH H C nR b T n a bRTρ ρ− ≈ + + ∆ − − ∆  (vi) 

となる。ここで HB は状態 B のエンタルピーで， B AT T T∆ ≡ − ， B Aρ ρ ρ∆ ≡ − である。

等エンタルピー過程，すなわち B A 0H H− = という条件から，温度変化 T∆ は 

    A

A

(2 )
(1 )V

n a bRTT
C nR b

ρ
ρ

−
∆ ≈ ∆

+ +
        (vii) 

となる。 
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問１ 下線部①に関して，ジュール・トムソン過程が等エンタルピー過程であること

を示せ。 
 

問２ 式(ii)に関して，以下の（１）～（３）の問いに答えよ。必要であれば次の関係

式を用いてよい。 Sは気体のエントロピーである。 

T V

S p
V T
∂ ∂§ · § ·=¨ ¸ ¨ ¸∂ ∂© ¹ © ¹

                        

（１）熱力学的状態方程式 

T V

U pT p
V T
∂ ∂§ · § ·= −¨ ¸ ¨ ¸∂ ∂© ¹ © ¹

 

を導出せよ。 
（２）熱力学的状態方程式を用いて，式(iii)を導出せよ。 
（３）下線部②の内容を証明するために，定容熱容量 VC を絶対温度Tと体積V

の関数とみなしたうえで， VC はV に依存しないことを示せ。 
 

問３ 温度変化 T∆ と密度変化 ρ∆ が微小であるとして，これらの量の 2 次以上の項を

無視する近似を用いて，式(iv)，式(v)から式(vi)を導出せよ。なお，温度変化 T∆
は微小としたので，この温度範囲では定容熱容量 VC は定数と仮定する。 

問４ 式(vii)にもとづいて，膨張過程（ A BV V< ）における温度変化 T∆ が温度 AT によ

りどのように変化するかを説明せよ。 

 



問題 II（５０点） 

 以下の文章を読ࢇで，問１～問４に答えよ。ただし，物質 X のࣔル⃰度を[X]と⾲

す。 

 

 物質 A から物質 P が⏕ᡂする཯ᛂにࡘいて考える。཯ᛂの㏿度定数が k1 で， 

               A   P           (i) 

で⾲される 1 次཯ᛂの場合，この཯ᛂの㏿度式は᫬㛫を t として， 

            d[A]
dt

=                    (ii) 

で⾲される。式(ii)を積分し，物質 A のึ⃰度を[A]0 とすると，[A]は t の関数として， 

              [A] =                 (iii) 

となる。次に，཯ᛂの㏿度定数が k2 で， 

                 A + A   P             (iv) 

で⾲される 2 次཯ᛂの場合，この཯ᛂの㏿度式は᫬㛫を t として， 

             
d[A]

dt
=                    (v) 

と⾲される。式(v)を積分し，物質 A のึ⃰度を[A]0 とすると，[A]は t の関数として， 

                   [A] =                   (vi) 

と⾲される。ここで物質 A の༙ῶᮇ t1/2 を上グの 1 次཯ᛂと 2 次཯ᛂで比㍑すると，

①1 次཯ᛂとは␗なり 2 次཯ᛂでの༙ῶᮇはึ⃰度によって変化することがわかる。 

 次に，もう１ࡘの 2 次཯ᛂとして཯ᛂの㏿度定数が 2kcで， 

              A + B   P            (vii)  

で⾲される཯ᛂを考える。ึ⃰度を[A]0，[B]0 とすると཯ᛂの積分ᆺ㏿度式は 

                 ( )0
0 0

0

[A] [B]ln [B]  [A]
[A][B]
§ ·

= −¨ ¸
© ¹

2kc t         (viii) 

で与えられる。                      
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k1 

 ࢔

k2 

 ࢖

エ 

 ࢘

2kc  



問１ ✵ḍ    ～    に㐺ษな数式をグ入せよ。 

問２ 下線部①にࡘいて，1 次཯ᛂと 2 次཯ᛂのึ⃰度および༙ῶᮇがྠじであると

き，下グの問いに答えよ。 

（１）[A]0 を k1 と k2を用いて⾲せ。 

（２）各཯ᛂの⃰度㸫᫬㛫᭤線（[A]㸫t ᭤線）を 2 ᮏの᭤線の኱小関係がわかる

ように図示せよ。ただし，図示する t の範囲は 0 ≤ t ≤ 2t1/2 とする。 

問３ 式(viii)を導出せよ。 

問４ 式(vii)で⾲される 2 次཯ᛂを考える。཯ᛂ物のึ⃰度は[A]0 = 0.0800 mol dm−3，

[B]0 = 0.0550 mol dm−3であった。298 K で཯ᛂさせると 1.00 h 後 B の⃰度が[B] 

= 0.0450 mol dm−3 へとῶᑡした。୍方，310 K で཯ᛂさせると 1.00 h 後の B の

⃰度は[B] = 0.0250 mol dm−3 となった。཯ᛂ㏿度定数の温度依存ᛶが࢘ࢽࣞ࢔

スの式にᚑうものとして，この཯ᛂのάᛶ化エネルギーEa をồめよ。必要であ

れば気体定数 R = 8.31 J mol−1 K−1 を用いよ。 
 

 エ ࢔



問題 III（５０点） 

 
次の文章を読んで問１〜問４に答えよ。 
 
 図 1 は x 軸に沿った３つの領域とポテ

ンシャル障壁の関係を示す模式図である。

質量 m で運動エネルギーEKの粒子が x 軸

に沿って領域 I（x ≤ 0）から右方向へ進み,

厚さ d で高さが一定値 V（V > EK）のポテ

ンシャル障壁（領域 II（0 ≤ x ≤ d））に入

射した。古典力学で考えると,粒子は障壁

で完全に跳ね返されるが,量子力学によ

ると,領域 III（x ≥ d）でも粒子が見いださ

れる可能性がある。この現象は, ア と

呼ばれる。ここでは,シュレーディンガー

方程式を用いて,この現象が起こり得ることを導く。なお,領域 I と III では V = 0 とし,

全領域でエネルギーは保存されるものとする。 

 一般に,ポテンシャルエネルギーが V であるときの微視的粒子のシュレーディンガ

ー方程式は次式で与えられる。 
 

                 −
 ℎଶ

  8𝜋ଶ𝑚  
 
  dଶ𝜓(𝑥)  

 d𝑥ଶ + 𝑉𝜓(𝑥) =  𝐸𝜓(𝑥) 

 
ここで,h はプランク定数,E は全エネルギー,ψ (x)は波動関数である。 
 領域 Iでは,V = 0であるので,上式の左辺第二項を消去し,Eを EKで置き換えてシュ

レーディンガー方程式を解くと,次式を得る。 
 
                 𝜓୍(𝑥) =  𝐴ଵ exp(i𝑘୍𝑥)  +  𝐴ଶ exp(− i𝑘୍𝑥) 
 

ここで,A1 と A2 は定数である。上式の右辺第一項および第二項はそれぞれ右方向およ

び左方向へ運動する粒子の イ を表す。また,kIは次式で与えられる。 

 

             𝑘୍ =  ቆ
8𝜋ଶ𝑚 𝐸୏

   ℎଶ  
ቇ

ଵ/ଶ
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図1. ポテンシャル障壁と各領域の関係

を示す模式図 



領域 II におけるシュレーディンガー方程式を解くと，次式を得る。 
 
                 𝜓୍୍(𝑥) =  𝐴ଷ exp(𝑘୍୍𝑥)  +  𝐴ସ exp(− 𝑘୍୍𝑥) 
 
ここで,A3 と A4 は定数であり,kIIは次式で与えられる。 

 

             𝑘୍୍ = ቊ
8𝜋ଶ𝑚 (𝑉 − 𝐸୏)

   ℎଶ  
ቋ

ଵ/ଶ

 

 
領域 III の右側には粒子を反射するような障壁が存在しないとすると，ここでの波動

関数は次式で与えられる。 

 

                 𝜓୍୍୍(𝑥) =  𝐴ହ exp(i𝑘୍𝑥)  

 
ここで,A5 は定数である。 
 この粒子がポテンシャル障壁をくぐり抜ける透過確率 T は,領域 I で右方向に運動

する粒子の ウ に対する領域 III で右方向に運動する粒子の ウ の比であるの

で,A1〜A5 を用いて以下のような簡単な関係式で表すことができる。 
 
                  𝑇 =  エ  
 

 一般に受け入れ可能な波動関数には幾つかの制限が課される。それらの制限のうち

の２つをψI 
(x),ψII 

(x),ψIII 
(x)に適用することで,A1〜A5 の相互の関係を表す４つの式が

得られる。この連立方程式を解くことで,T は次式のように導かれる。 

     

                  𝑇 =
16𝑘୍

ଶ𝑘୍୍
ଶ

൫𝑘୍
ଶ + 𝑘୍୍

ଶ൯
ଶሼexp(𝑘୍୍𝑑) − exp(−𝑘୍୍𝑑)ሽଶ + 16𝑘୍

ଶ𝑘୍୍
ଶ
 

 
kII d ≫ 1 のとき,上式は次式のように近似できる。 

 

                  𝑇 ≈
16𝑘୍

ଶ𝑘୍୍
ଶ

൫𝑘୍
ଶ + 𝑘୍୍

ଶ൯
ଶ 

exp(2𝑘୍୍𝑑) + 16𝑘୍
ଶ𝑘୍୍

ଶ
 

 

Tの値は,m,d,V が無限大でなければ,正の実数となる。 
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問１ 空欄  ア  〜  エ  に入る適切な語句または数式を答えよ。 
 
問２ kIおよび kIIが,本文中の与式となることを導出せよ。 
 

問３（１）下線部に関して,２つの制限を簡潔に記述せよ。 
  （２）下線部に関して,４つの式を導出せよ。 
 
問４ kII d ≫ 1 のとき,同一の EKを有する水素原子と重水素原子とで,Tの値は同じ

か,あるいは,どちらか一方が大きくなるかを,理由を付して答えよ。理由には数式を

用いても良い。 

 



問題 IV（５０点） 

 分Ꮚ A からなるᾮ体と分Ꮚ B からなるᾮ体のΰ合に関する問１～問４に答えよ。

ただし，࣎ル࣐ࢶン定数を kB，絶対温度を T，ΰ合物୰の分Ꮚ A および分Ꮚ B のࣔ

ル分⋡をそれࡒれ xA，xB とする。 
 

 

図 1．２✀のᾮ体のΰ合のᵝᏊ 
 
 
 
 
 

      図 2．分Ꮚ A ྠኈおよび分Ꮚ B ྠኈの᥋ゐがゎᾘされて，   

２⤌の分Ꮚ A と分Ꮚ B の᥋ゐを⏕じるᵝᏊ 
 

 図 1 のように，᱁Ꮚࣔデルを用いて，nAಶの分Ꮚ A と nB ಶの分Ꮚ B のΰ合にࡘい

て考える。ᾮ体୰で，どの分Ꮚもྠ体積の小室１ࡘを༨めるものとする。ΰ合後， 

(nA + nB)ಶの小室からなる᱁Ꮚに２✀の分Ꮚを㓄置する௙方の数:は ࢔ で与えら

れる。ΰ合のエントロピー∆mS は:を用いて ࢖ と⾲されるので，スターࣜンࢢの

式（ ln ! lnN N N N≈ − ，N ≫1）を用いれば上のΰ合における∆mS は ࢘ と⾲される。 
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分子 A からなる液体 
分子 B からなる液体 

混合物 

㸩 2 



 次に，ΰ合のエンタルピー∆mH をồめる。図 2 のように分Ꮚ A ྠኈおよび分Ꮚ B

ྠኈの᥋ゐがゎᾘされて２⤌の分Ꮚ A と分Ꮚ B の᥋ゐを⏕じた᫬のࢸ࣏ンࣕࢩルエ

ネルギーの変化を 2∆u で⾲す。２✀の分Ꮚが஘㞧にΰࡊっているとすると，ΰ合物୰

の分Ꮚ A で༨められた小室に㞄᥋する小室を分Ꮚ B が༨める☜⋡は エ と⾲され，

の小室に㞄᥋する小室がࡘ１ z ಶあるならば，分Ꮚ A の࿘りに， ࢜ ಶの分Ꮚ B が

あるとぢ積もられる。これより，ΰ合物୰の分Ꮚ A と分Ꮚ B の⥲᥋ゐ数は ࢝ で

与えられ，∆mH は ࢟ と⾲される。このようにしてồめた∆mS と∆mH より，図 1 の

ΰ合におけるギࢬࣈエネルギー変化∆mG は ࢡ と⾲される。 

 図 3 に␗なる温度 T1，T2，T3 における上のΰ合⣔のࣔルᙜたりの∆mG（ mG∆ と⾲

す）の xB に対する変化を示す。T1 で mG∆ は１ࡘのᴟ小್をᣢち，T3 では xB = xBcと xB 

= xBsに２ࡘのᴟ小್をᣢࡘ。 
 

 

   図 3．␗なる温度における mG∆ 対 xB の関係 
 

問１ ✵ḍ  ࢡ ～ ࢔ にᙜてはまる数式を答えよ。  
 

問２ 温度 T2 において，xB = 0.5 ௜近の⁐ᾮの mG∆ はᗈい xB の範囲にわたり୍ࡰ࡯

定になっている。この᫬，xB = 0.5 の⁐ᾮはどのような状態になっているか説

明せよ。 

（次頁へ続く）  
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問３ 温度 T1 において xB = xB
0（xBc�< xB

0 < xBsとする）のΰ合物はᆒ୍であるが，温度

T3 においては２┦に分かれる。分Ꮚ A からなるᾮ体を⁐፹，分Ꮚ B からなる

ᾮ体を⁐質とし，୧分Ꮚ数の合ィを n，ᕼⷧ┦の分Ꮚ数を nc，⃰ཌ┦の分Ꮚ数

を nsと⾲す。nc / n と ns / n をそれࡒれ xB
0，xBc，xBsを用いて⾲せ。 

問４ （１）図 3 ୰の点 a，b における mG∆ をそれࡒれ mGc∆ ， mGcc∆ と⾲し，ึᮇ⃰

度 xB
0 の⁐ᾮの２┦分㞳後の mG∆ を式で⾲し，２点 a，b を⤖ࡪ┤線上の

点 d で⾲されることを説明せよ。 

（２）ึᮇ⃰度 xB
0 の⁐ᾮが温度 T3 で２┦に分㞳する⌮⏤を㏙べよ。なお，必

要にᛂじて，図 3 ୰のグྕ a～d を౑用せよ。 



問題 V（５０点） 

 以下の文章を読ࢇで，問１～問３に答えよ。 

 

 ᅛ体力学では，ᅛ体のᛶ質（ᙎᛶ）とᾮ体のᛶ質（⢓ᛶ）をあわせᣢࡘ物質を⢓ᙎ

ᛶ体とよび，その力学ᣲ動のゎᯒには力学ࣔデルがよく౑われる。この力学ࣔデルで

の基ᮏᵓᡂ要⣲は，ばࡡとࢩࢵࢲュࢵ࣏トである。ばࡡでは，୧➃にかかるᛂ力V�と
。ここで，Gはᙎᛶ⋡とよばれる定数である。ࡘ❧みJ の㛫には，V = GJ�がᡂりࡎࡦ

みJ�の᫬㛫ࡎࡦ）み㏿度ࡎࡦトでは，୧➃にかかるᛂ力Vとࢵ࣏ュࢩࢵࢲ t に関する微

分㸸dJ/dt）の㛫には，V  =K(dJ/dt)がᡂり❧ࡘ。ここで，K�は⢓度とよばれる定数で

ある。 

 ばࡡとࢩࢵࢲュࢵ࣏トを┤ิにࡘないだものをࢡ࣐ス࢙࢘ル要⣲といい，ばࡡとࢲ

ル要⣲࢙࢘スࢡ࣐。ト要⣲とよばれるࢡー࢛ないだものはフࡘトを୪ิにࢵ࣏ュࢩࢵ

では，୧➃にかかるᛂ力V�とࢡ࣐ス࢙࢘ル要⣲全体のࡎࡦみJM には，ばࡡのᙎᛶ⋡と

れࡒト⢓度をそれࢵ࣏ュࢩࢵࢲ GとK�とすると， 

         (i) 

の関係がᡂ❧する。上グとྠじばࡡ（ᙎᛶ⋡㸸G）と

ト要⣲ࢡー࢛ト（⢓度㸸K）でできたフࢵ࣏ュࢩࢵࢲ

では，୧➃にかかるᛂ力V�とこの要⣲のࡎࡦみJV の

㛫には 

      (ii) 

の関係がᡂり❧ࡘ。 

 図 1 は，上グのࢡ࣐ス࢙࢘ル要⣲とフ࢛ーࢡト要

⣲を┤ิにࡘないだ㸲ࡘの基ᮏᵓᡂ要⣲からなる力

学ࣔデルである。全体のࡎࡦみJtotal�はࢡ࣐ス࢙࢘ル

要⣲部分のࡎࡦみJMとフ࢛ーࢡト要⣲部分のࡎࡦみ

JVの࿴，すなわちJtotal = JM + JVになる。このࣔデル

の上➃をᅛ定し，下➃に᫬㛫 t = 0 で୍定のᛂ力V0 を

༳ຍするとࣜࢡーࣉが㉳こる。V0 を༳ຍする๓の全

てのばࡡとࢩࢵࢲュࢵ࣏トのࡎࡦみは 0 とすると，

᫬㛫 t（> 0）でのJM とJVは 

 

        （次頁へ続く） 
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 JM =          (iii) 

 JV =      (iv) 

となる。また，このࣜࢡーࣉでの㐜ᘏ᫬㛫W�は，W = K/G になる。 
 
 

問１ ✵ḍ       ～       に㐺ษな数式をグ入せよ。 

 
問２ 㸲要⣲ࣔデルのࣜࢡーࣉに関する以下の問い（１）と（２）に答えよ。 
 （１）㸲要⣲ࣔデルのࡎࡦみJtotalとᛂ力༳ຍ後の⤒過᫬㛫 tの関係をࣛࢢフの 

       ≉ᚩがわかるように図示せよ。 

 
 （２）⤒過᫬㛫 tcが tc ≫ Wであれば，t = t 'でのࡎࡦみ㏿度(dJtotal/dt)t=tcは୍定に 

       なることを示し，その್をồめよ。 
 
問３ 㸲要⣲ࣔデルで，(dJtotal/dt)が୍定になってから十分な᫬㛫が⤒過した後にᛂ力 

   をྲྀり㝖くとࣜࢡーࣉᅇ᚟（ࡎࡦみのᅇ᚟）が㉳こる。このࣜࢡーࣉᅇ᚟に関 
   する以下の問い（１）と（２）に答えよ。 

（１）ᛂ力をྲྀり㝖いた᫬㛫を t = t1（t1≫ W）として，᫬㛫 t = t2（t2 > t1）まで

にᅇ᚟するࡎࡦみをồめよ。 
 

（２）（１）での᫬㛫 t2 を t2 o �とする。この場合のṧ␃ࡎࡦみ（ᅇ᚟しない

 。み）をồめよࡎࡦ
 

䜶 

䜴 

䜶 
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